Analisi 2 per Ingegneria, Steger

1. FORMULE FONDAMENTALI PER LE SERIE DI FOURIER

Si fissi un periodo 7" > 0. Si consideri lo spazio vettoriale di tutte
le funzioni f : R — C che sono continue a tratti e che soddisfano
f(t+T) = f(t). Siano f(t) e g(t) due funzioni di quello spazio.

T/2 L
(f,g) = / F(0)g(@) dt

——T/2

T/2
. f) = / () ds

=-T/2

I coefficienti di Fourier di f(¢) e g(t) sono, rispettivamente:

L [T/ B
cj = —/ f(s)e=2mas/T s

=—T/2
1 T/2 amijs/T
d,:_/ g(s)e ™5 ds
J T S:_T/2 ()
Le formule fondamentali sono:
(1) F) = Y et
j=—00
(2) g(t) _ Z dj€2m’jt/T
j=—00
T/2 0
3) Ga =[O =T 3 o
t=—T/2 P—
T/2 L o0 ~
(4) ()= [ rwa@a=1Y" o
t=—T/2 P—

2. FORMULE FONDAMENTALI PER LA TRASFORMATA FOURIER

Si consideri lo spazio vettoriale di tutte le funzioni f : R — C che sono
continue a tratti e che soddisfano

400
lim f(t)= lim f(t)=0 / |f(t)] dt < +o0
t——o0 t—+o00 =— o0
Siano f(t) e g(t) due funzioni di quello spazio.

too
(f. ) = / F(H)g(®) dt

=—0Q

1) = / O

=—00
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Le trasformate di Fourier di f(t) e g(t) sono, rispettivamente:

for= [ st

S§=—00

s = [ glopeds

S§=—00

Le formule fondamentali sono:

(5) F(t) = 2 / T () du

= % .

(6) ot) = / T (@) dw

= % .

O /:OO Ford=2 [ )

e 2T

®)  (fg) = /tm fegdt == [ )i dw

=—00

3. ESERCIZI SULLA TRASFORMATA DI FOURIER

3.1. I prossimi 6 esercizi rapprenta una successione naturale. Conviene
farli in ordine. Si comincia con il fatto che

(9) / T sen(w) o

W

=—00

Esercizio 1. Sia k > 0. A cominciare dalla formula (9) calcolare:

+oo k
/ sen(kw) "
_ w

Indicazione: si usa l'integrazione per sostituzione. Gli esiti sono 7w, —m,
e —T.

Esercizio 2. Siano k, [ costanti reali diversi da zero. Calcolare

+o0 _
/ cos(kw) — cos(lw) o

w

=—00

Indicazione: si usa il fatto che il coseno ¢ una funzione pari. La risposta
e 0.



Esercizio 3. Rintracciare i passi di questo calcolo:

/+oo sen(w) 2 o — /+oo eiw _'efiw 2 i n
w=—00 w w=—00 2i w?
—1 [T , , 1
:T ) <€21w_2+6721w)._2dw
—1 [t , o —1
= —T w:_oo(2i€2lw — 2Z-€721w) . 7 dw
—92 -2 /+oo e?iw _ e—2iw 1
= ; - —dw
4 W00 21 w
+oo 9
:/ sen(2w) do —
w=—00 w

Poi usare le stesse tecniche per calcolar

[ e

risposte sono 37 /4 e 2m/3.

Esercizio 4. Sia f(t) la funzione de-
finita da f(t) =1se|t| <le f(t)=0
se |t| > 1. Calcolare f(w). Rispo-
sta: 2sen(w)/w. Calcolare f(0) secon-
do formula (5) e verificare che la for-
mula dia f(0) = 1. Si osservi che que-
sto calcolo viene come deve solo se la
formula (9) ¢ valida. Percio, questo

[CH

[

Indicazione: occorre utilizzare l'integrazione per parti piu volte. Le

4
>dw

calcolo garantisce che (9) sia valida. Calcolare ambedue i lati della
formula (7) e verificare che i due esiti siano uguali. Risposta: 2. An-
che questo calcolo viene come deve solo se (9) sia valida. Percio anche
questo calcolo ne garantisce la validita. Tutto cio vale anche per molti

dei calcoli dei prossimi due esercizi.

Esercizio 5. Sia ¢(t) la funzione defi-
nita da g(t) = 0set < —2; g(t) = 2+t
se —2 <t < 0; g(t) = 2—1 se
0<t<2eg(t)=0set >2 Cal
colare G(w). Risposta: 4(sen(w)/w)?.
Calcolare ¢(0) secondo formula (6) e
verificare che la formula dia g(0) = 2.
Calcolare ambedue i lati della formu-
la (7) con g al posto di f e verificare
che i due esiti siano uguali. Risposta:

—2

—1

g9(t)

0

2

16/3. Calcolare ambedue i lati della formula (8) con I'f dell’esercizio
precedente e il g di questo esercizio, e verificare che i due esiti sono

uguali. Risposta: 3.
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Esercizio 6. Sia f(t) la stessa funzione dei due esercizi precedenti.
Verificare la validita di questa identita:

w(t+1)) _

21
B cos(w(l+1)) —cos(w(l —t))  sen(w(l+t)) +sen(w(l—t))
B 2 " 2

on (w>€iwt _ e eiw(tf 1)

Usare quell’identita e verificare che la formula (5) dia il valor giusto
per f(t) se t # £1. Indicazione: occorre considerare separatamente i
trecasit < —1, -1 <t<l el <t

3.2. Per il prossimo gruppo di 11 esercizi, molto dipende dalla formula:

+oo
(10) / e 2 dt = 2r
t=—o0

Esercizio 7. Sia k una costante reale. Verificare la validita di questo

calcolo:
+eo 2 +eo 2 2
t t

=—00 =—0

(11) oo
= / e 52k /2 g — V2T ek /2

S§=—00

Esercizio 8. Verificare che

+o00 +oo
/ e 2dqt =121 Be2qt =1.3.5-7-V2r
t

=—00 t=—00

400
/ te 2 qt =1.3 .21
t

=—00
o0 )
/ e /2dt =1-3-5-V2n
t=—00
Indicazione: si usa l'integrazione per parti, tenendo conto che %e*’?/ 2 =
—te~t*/2,

Esercizio 9. Verificare che:

Esercizio 10. Verificare che

+o0 +oo Feo
/ te /2 dt = / the /2 dt = / e dt = =0
t=—o00 t=—o0 t=—o0

Indicazione: tutti gli integrandi sono funzioni dispari.
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Esercizio 11. Sia k una costante complessa. Sulla base degli ultimi
tre esercizi, verificare la validita di questo calcolo:

oo 2 2 k oo 2 2 > k’l’bt’l’b
/ e_t/etdt:/ P Z ' dt
t=—o0 t=—o0 n=0 n:
o0 n +o0 0 2m +o0
=> L e 2dr =y i 2me=t*/2 gy
n! J,_ (2m)! J,—
n=0 =—00 m=0 =—00
00 ka o0 /{Z2 2)m
B PR m kA FIN e
— 2m m) — m)

In quanto si puo svolgere questo calcolo, il suo esito coincide per forza
con quello di formula (11). Ma questo calcolo dimostra inoltre che
lesito di formula (11) vale anche quando k & complessa.

Esercizio 12. Sia A > 0 una costante. Calcolare:

+oo 242 teo 242
t=—00 t=—o0

. . . . . /5~ Jo— k2242
Indicazione: usare la sostituzione s = At. Risposte: % e QMT.

Esercizio 13. Calcolare la trasformata di Fourier di f(t) = e */2,
Risposta: f(w) = v2me /2. Verificare che la formula (5) funziona
per questo f. Indicazione: nella formula (11) si puo scrivere w al posto
di t. Questo calcolo funziona solo perché formula (10) sia corretta.
Percio, dimostra che (10) ¢ effettivamente corretta.

Esercizio 14. Per f(t) = e /2, calcolare ambedue gli integrali di
formula (7) e verificare che siano uguali. Risposta: /7.

Esercizio 15. Sia A > 0 costante. Calcolare la trasformata di Fourier
di f(t) = e ***/2. Risposta: f(w) = v2me /24’ JA. Verificare che la
formula (5) funziona per questo f. Calcolare ambedue gli integrali di
formula (7) per questo f e verificare che siano uguali. Risposta: /7 /A.
Esercizio 16. Sia B > 0 costante, e sia g(t) = e 7*/2. Scrive-
re la formula per §(w). Risposta: §(w) = V2me <" /28°/B. Con I'f
dell’esercizio precedente e il g di questo esercizio, calcolare ambedue
gli integrali di formula (8) e verificare che siano uguagli. Risposta:

\/2m /(A% 4+ B?).

Esercizio 17. Sia u una costante reale. Poniamo f(t) = e~ (t-w?/2 ¢
g(t) = e"+w*/2 Calcolare f(w) e §(w). Risposte: /2w e /2w
e V2me @ 2¢  (Calcolare ambedue gli integrali di formula (8) e
verificare che siano uguagli. Risposta: \/7?@_“2.
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3.3. Esercizio 18. Sia f(t) = e 4l oAl

Calcolare f(w). Risposta: 24/(w? +

A%). Ricalcolare f(0) con la formu- A

la (5) e verificare che la risposta sia | ¢
giusta.

Esercizio 19. Sia g(t) = e Pl Scri-
vere la formula per g(w). Risposta: 2B/(w*+ B?). Calcolare ambedue
gli integrali di formula (8) e verificare che siano uguagli. Risposta:

2/(A+ B).



