Steger — Integrazione per parti

Supponiamo che U = U(x) ¢ u = u(x) = dU/dx; altrettanto che V' = V(z) e
v =wv(z) = dV/dzx. La regola per la derivata del prodotto é:
d d

—(UV) = (dU/da)V + U(dV/dw) = uV + Vv ciot Uv=——(UV) —uV

Calcolando le primitive a sinistra e a destra di quest’ultimo si ricava la regola per
["integrazione per parti

/Uvdx:/%(UV)dx—/qux:UV—/qux

Inserendo limiti d’integrazione si ottiene:

d b b
/ Uvdz — / LUV de — / WV dz = UB)V () — U(a)V(a) — / uV da
In questo esempio si applica 'integrazione per parti due volte:

/x2 cos(kx) dr = 2 senl({;k:x) - /(2:16) sen(kz) dx

k
r?sen(kx) 2 r?sen(kx) 2 —cos(kx) 2 — cos(kx)
= = ot Sk S Pt U VA Wt B [Pl A
’ k /wsen(kx) dx ’ L 2 +k;/ ? dx
r?sen(kx) 2xcos(kr) 2 r?sen(kz) 2wcos(kr) 2 sen(kx)
= ’ + 12 —E/cos(k:v)d = - + R
~ z?sen(kx) N 2z cos(kx)  2sen(kz)
-k k? k3
1.
kx kx
/956’“”0{96:---:I(;€ —2—2
/xcos (ko) dr = - = xser;(ka:) N cos];kx)
— k k
/xsen () d = - — xczs( :E)_i_senk;a:)
2 kx kx kx
o hx 5. xe 2xe 2e
/xe de =--- = T 2 +k‘3
—xz?cos(kx) 2zsen(kx)  2cos(kz)
/x sen(kz)dx = = ’ + 2 + 3
3 kx 2 kx kx kx
3 ke g, xe 3x‘e 6xe Ge
/ do==—m - P T

k k2 k3 k4

3 2
/m3 coskrdp— .= & sen(kx) N 3z*cos(kx) 6xsen(kx)  6cos(kx)



2

In questo esempio, occorre introdurre un secondo fattore:

1
/logxd:v:/loga:-ldx:logw-x—/—-xdm:xlogx—/ldx:mlogm—m
x

2
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/a:logxdx— LT st L

2?logrdr =--- = —

A+11
/ M logzdr = - - i A
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Ecco un esempio con limiti:

/Oth(l—t)gdt:tQ(_(l—_tyl) :::_/01(2t)(_(1T_t)4> dtZZ/Oltu_tyldt
zz ( (1= >t:1+i ;/(1—75) di — 421:;<_(16_t)6>

B 1_21)(321) 2131 1
T 456 6-5-4-3-2-1 6 60

dove si usa la definizione del fattoriale

nl=n-(n—1)-(n—2)---3-2-1

3. Verificare questo esito con il calcolo:

1 1 1
1
/tQ( t)?dt = /t2(1—3t+3t2—t3)dt:/ =33 43t — O dt = = —
0 0 0 60

Questo calcolo e piu diretto, ma ci vuole pitt tempo e piu fatica; conseguentemente
¢’e piu possibilita di sbagliare. Non e sempre migliore il metodo piu diretto!
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/t4(1—t)"dt: = —
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5. Che cos’e la formula per fol t™(1 —t)" dt?

6. Sivede che fol t2(1—t)>dt = 1/60 = fol t3(1—t)%dt; in generale fol tm(1—t)" dt =
fol t"(1 — t)™dt. Dimostrare questa identita attraverso la sostituzione ¢t = 1 — wu,
dt = —du.

7. Usare la sostituzione t = sen? 0, dt = 2sen 6 cos 0 df e calcolare:

t=1 0=m/2
/ tl/Q(l—t)1/2dt:~~~:/ 2 sen’ 6 cos® 6 df
t=0 6=0
O=m/2
:2/ (1 —cos’f)cos’0df = ---=7/8
6=0

Con l'esito di esercizio (5), dedurre che (1/2)! = \/7/2. Effettivamente, esiste
una definizione di n! che funziona anche quando n non sia un intero, e con quella
definizione (1/2)! = /7 /2 ¢ giusto. Con la stessa sostituzione, calcolare:

t=1
/ t’l/Q(l — t)fl/Z dt=---=1

t=0
e dedurre che (—1/2)! = /7.



