Steger — Le sostituzioni trigonometriche

Dalle identita sen® +cos® = 1 e sen? / cos® + cos® / cos? = 1/ cos?, cioe tg?+1 =
sec?, si ricavano:

A% — A%sen? = A% cos? A% tg? +A? = A? sec? A?sec? —A? = A% tg?

Sulla base di queste si trovano le 3 sostituzioni trigonometriche:

x = Asent x=Atgt x = Asect
VA2 — 22 = Acost Va2 + A2 = Asect Va2 — A2 = Atgt
dr = Acostdt dr = Asec®tdt dr = Atgtsectdt
—m/2<t<m/2 —m/2<t<m/2 0<t<m/2

La sostituzione della prima colonna si usa se l'integranda contiene v/ A? — 22, e
pud servire anche se I'integranda contiene A% — 2. Idem per le altre due.

Nel esempio seguente si usa la sostituzione della seconda colonna: x = Atgt.
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Si osserva che il termine (A%log A)/8 & costante, quindi si potrebbe ommetterlo e
cid che rimarebbe sarebbe ancora una antiderivata di x?v/z2 + A2

1. Calcolare la derivata della risposta e controllare che vale z2v/22 + A2.
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2. Sono da svolgere i calcoli indicati dai punti di sospensione (- --).

T2 L A2
/\/x2+A2dx—~--—$ v A +—log(x+\/:v2+A2)

2
2 2 2 3
/1‘2+A2dx:...:x($ +A)+2Ax:.”:x_+A2$
3 3 3
2 AZ 3/2 A2 /2 A2 A4
/(I2+A2)3/2dx:---:$(x +4 ) —1—3 & g ha —|—38 log(:l:—l—\/m)
24+ A% 4A%p(2? + A%)  8AMx
24224 :.‘_:x(x
/(x tAY do 5 15 1B
x5 24213
— .= — A4
5 + 3 + A'x
/(x2 AR x(x? +6A2)5/2 N 5A2x($221—l|— A?)3/2

A4 /2 A2 AG
+ oA 1x6 i + 516 log(z + Va2 + A?)

3.
/\/ﬁdx: - =log(z + Va2 + A?)
/ﬁda& == %arctg(x/A)
/(x2+A2)3/2 22 costdt = :Mﬁ
/ o A2 T 2A2(:c;c+ Az T 2;3 arctg(w/A)
/md T 3A2(x2iA2)3/2 + 3A4\/3;+7Az

4. Per questo esercizio e quello dopo si usa la sostituzione della terza colonna:
x = Asect.
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E interessante notare gli stretti paralleli fra le antiderivate calcolate in esercizi (2)
e (3) e quelle calcolate in esercizi (4) e (5).

6. Per questo esercizio e quello dopo si usa la sostituzione della prima colonna:
r = Asent.
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Per gli integrali (con limiti), spesso ci sono notevoli semplificazioni. Nel esempio
seguente, usiamo la sostituzione r = Asent, quindi x = +A corrispondono a
Asent = +A, cioe sent = £1, cioe t = +7/2.
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