Matematica 2, Steger — Le antiderivate delle funzioni razionali I

Una funzione razionale ¢ il rapporto fra due polinomi, ad esempio

f(@) = (2% + 223 4 222 + 1)/(z* — 22 + 1). E sempre possibile calcolare la prim-
itiva di una funzione razionale. Effettivamente, ¢ sempre possibile scrivere una
qualsiasi funzione razionale come la somma, con coefficienti costanti, di funzioni
relativamente semplici. Le funzioni relativamente semplici da usare sono:

x" pern=20,1,2,3,...
! ! A#0,n=23,4
e —_ er n=
Ax + B (Az + B)" P ’ T
2Az+ B 2Az+ B 9
B*—4AC <0, n=2,3,4,...
Az?+ Bx + C ¢ (Az? 4+ Bx + C)» per TS
1 1
B*—4AC <0,n=2,34,...
Az?+ Bx + C ¢ (Az? 4+ Bz + C)» per TS

Ecco le primitive di tutte queste funzioni relativamente semplici, tranne le ultime

due.
/ n 1 n+1
2" dx = x
n+1

1 1
= —log(A B
/Ax—i—de Aog( x + B)
1 —1 1

A(n—1) (Az + B)"!

ndx:

/ (Az + B)
/ 24z + B dz = log(Ax® + Bx + O)

Az?+ Bx + C
/ 200 +8 -1 1
(Az2 + Bz +C)» "~ n—1(A22+ Bx + CO)n!

1. Controllare la validita delle primitive sopra.
2. Calcolare le primitive di

1 T 22 x®

1 1 1 1

T br — 7 ot (5x —7)2
2x 2x 20 +4 2¢ + 4

2 +4 (x2 4+ 4)4 x?2+4x+5 (22 + 4z + 5)?
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Per le ultime due funzioni relativamente semplici, si usa l'identita tg?t+1 = sec®t
insieme con 1’algebra.

AI2+B£+C:A<I2+§I+€>

A A
B B, B* C B B ., 4AC — B?
—A((ZL’-i—ﬂ) —m-i-z) —A((l’-ﬁ-ﬂ) —f—T
La seguente sostituzione:
+£_\/4AC—BQtt p _ V4AC - B? 2 gt
TToAT T oA & SRSV R
mette in gioco l’espressione tg?t + 1:
VAAC— B2 \? 4AC — B?
Az* + B = Al (/= 7
x*+ Bx+C (( 54 tgt) + Ve
4AC - B*, 4AC — B*
Quindi:
1 4A 1 V4AC -B*
dr = sec” tdt
Ax?+ Bz +C 4AC — B?sec?t 2A
= 2 /1 dt = 2 t
- VAAC - B?  VAAC - B?
/ 1 . / (4A)? 1 V4AC — B? ot di
(Az2 4+ Bx+C)2 " | (4AC — B?)2sectt 24
= 84 /COSQtdt— 84 1se tcost—i—lt
~ (4AC — B2y ~ AC — B2 \ 2™ 2

3. Svolgere i calcoli corrispondenti per:

/ ! dx e / ! dx
(Az?2+ Bz + C)3 (Az?2 + Bz + C)4
Risposte:

5247 L sentcos®t + O sentcost + ot
— sent cos — sent cos =
(4AC — B2)5/2 \ 4 8 8

12847 L entoost+ 2 senteos®t + — sent cost + ot
— sSent cos — Sent Ccos — SeN T CoS —
(4AC — B2)7/2 \ 6 24 16 16




Occorre esprimere questi esiti in termini di x invece di t.

LB _VIAC-B
TToAT T oA &
2A B 2Ax + B 2Ax + B
tgtz—(x—k—) = t = arctg | ——
VAAC — B? 2A VAAC — B? VA4AC — B2
4A%2% + 4ABx + B? 4A%x% + 4ABx + 4AC 4A
24 _ _ 2
sect = TAC — B2 +1= AC— 57 _4AC’—B2(Ax + Bz + C)

11 VIO - B 1
sect  +/sec?t WA A2+ Bz +C
2+ B 4AC — B2 1 1 2Ax + B

VAAC — B2 2/A A2+ Bx+C - WAVA2+ Bx + C

cost =

sent = tgtcost =

Quindi

/ 1 ] 2 2 < 247 + B )
T = = T _
A2+ Bz+C " VIAC -3  viAac —B e \ViAac -

/ L dr = 84 (1 sentcost + 125)
(A2? + Bz + C)? (4AC — B2)3/2 \ 2 2
8A (1\/4AC—B2 2Ax+ B +larctg< 2Ax+ B ))
(4AC—B2)32\2  4A A2+ Bx+C 2 VAAC — B?
1 2Ar + B 44 2Az + B
(AC —B) A+ Br + C |« (dAC — B2y "8 <\/4AO - BZ)

4. Svolgere i calcoli corrispondenti per:

/ L dx e / ! dx
(Az?2 + Bz + C)3 (Az?2 + Bz + C)4

Mettendo A = 4AC — B2, le risposte sono:

1 2Az + B 3A  2Ax+ B 12A% 2Az+ B
2A (A2? + Bz + C)? * A? (Az? + Bz + C) T arcg( VA )
e
1 2Az+ B 5A 2Az + B
3A (A22 + Bz + C)3 * 3A% (Az? 4+ Bx + C)?
N 10A2 2Ax + B " 40A3 arctg (ZALIJ + B)
A3 (Az?+ Br+C) A7/ VA
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5. Usare le formule calcolate sopra e calcolare:

1 1 1
d ——d ——d
/x2—|—1 ! /(m2+1)2 ! /(x2+1)3 v
1 1 1
d ——d ——d
/;(;2+25 v /(x2+25)2 o /(:c2+25)3 .
1 1 1
—d d d
/a:2+4m—|—5 v /(m2—|—4x—|—5)2 v /(m2+4x—|—5)3 v

I U b e
——dx x x
ba? +4x + 1 (5x2 4+ 4z + 1)? (5?2 4+ 4z +1)3




